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RCumC - Des criteres suffisants d’unicite sont proposes afin de prevoir les conditions sous lesquelles un 
filament chat& par effet Joule ne peut presenter qu’un seul etat d’iquilibre. L’aspect restrictif de ces criteres 
est jug6 par comparaison a des resultats numeriques; le filament rayonnant est plus particulierement itudie. 

X, 

T, 

s, 
PP 
1, 
4 TL 
P(T), 
c(T), 
m, 
w(T), 

abscisse suivant l’axe du filament ; 
temperature du conducteur au point 
d’abscisse x ; 
section droite du filament ; 
perimetre de la section ; 
intensite du courant; 
conductibilite thermique du metal; 
resistivite Clectrique du metal; 
chaleur specifique du metal; 
masse volumique du metal; 
puissance echangte par l’unite de surface 
laterale du conducteur avec le milieu 
ambiant ; 
temps ; 
temperature des amentes de courant et du 
milieu exterieur ; 

1, demi-longueur du filament ; 
Q, constante de Stefan; 

4T), emissivite totale hemisphtrique du metal; 

r, rayon du filament de section circulaire; 
8, pseudo-temperature definie par (3); 

NOMENCLATURE 

6,,, &, 8,, ed, pseudo-temperatures definies par la 
Fig. 6; 

f (Q fonction dtfinie par (5); 

s(6), fonction definie par (6); 
e In9 racine de f(6) = 0 ; 
L-3 fonction definie par (11) ; 
-L L,, extremums de L; 

J, parametre definie par (12); 

F(0 fonction definie par (27); 

f m d&i& par rapport a 0 def(0) ; 
w), derivee par rapport a t9 de F(6); 
w(e), dbivee par rapport a 6 de W(0); 
p’(6), derivee par rapport a 0 de p(0). 

1. INTRODUCTION 

UN FILAMENT chautfe par effet Joule peut presenter, 
sous certaines conditions, differents profils de 
temperatures correspondant a de multiples Ctats 
stationnaires. Ce phtnomene qui perturbe fortement 
ces distributions des temperatures est souvent g&rant 

pour qui veut traiter les problemes concernant les 
transferts d’energie entre un conducteur et le milieu 
dans lequel il baigne. Busch [l] puis Farkas et Rowley 
[2] ont aborde ce sujet mais leurs etudes sont trop 
restrictives. Nivoit et Paulmier [3] denombrent les 
Ctats d’equilibres accessibles a un fil, mais la encore 
l’etude est incomplete, en particulier pour les filaments 
rayonnants. 

Pour des systemes chimiques, particules 
catalytiques par exemple, Aris [4], Luss [5] et Luss et 
Ervin [6] ont entrepris des etudes trts interessantes sur 
des phenomenes cornparables. 

Notre but est de presenter des methodes simples qui, 
a partir de l’etude des fonctions traduisant le 
comportement du filament et l’kacuation laterale de 
la chaleur, permettent de prevoir l’unicite de l’ttat 
stationnaire accessible au filament. Le chercheur saura 
alors se placer dans les conditions experimentales les 
plus interessantes. 

2. MODELE MATHEMATIQUE 

2.1. La distribution des temperatures le long dun 
conducteur de faible section chauffe par effet Joule est 
regie, lorsque I’infIuence de l’effet Thomson est 
negligeable, par l’equation differentielle classique [7] 

-s; a(t); + pw(T) r 1 
-p(T): + msc(T)g = 0. (1) 

Les differents termes representent respectivement la 
perte d’energie vers les extremites par conduction le 
long du fil, la perte d’energie par la surface laterale du 
conducteur, I’effet Joule et l’inertie thermique interne 
du filament. 

Les amenees de courant &ant maintenues a 
temperature constante, les conditions aux limites et les 
conditions initiales sont les suivantes 

T= T, pour x = k 1 Vt (la) 

T= T, pour t = 0 Vt (lb) 

Dans le cas du rayonnement pur, l’energie t&hang&z 
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avec ie milieu extetieur est 
/ 

W( 7) = 171:( T)( T4 - 7”;‘). (2) 

2.2. Le changement de variable suivant 

qui introduit la notion de pseudo-temperature B 
permet une etude aisce du problime. L’equation 
differentielle (1) et les conditions (la) et (1 b) deviennent 

-so(O)$ + pW(0) 

--p(U) 
I’ u(0) 3 

+ msc(ff)--- ;- = 0 (4) 
5 a(O) it 

0 = 0 pour x = +l Vt (4a) 0 : 

0 = 0 pour r = 0 VU. (4b) 

Si on pose 
Ffc~. 1. Principates proprietis def’(fii. 

la relation (4) s’ecrit 

- 2 -,f((q + g(B); s 0. 

x = f’(u)drcl .’ ’ ’ dt, 
i 

(9) 

expression dans laquelle 8(O) represente la pseudo- 

(7) 
temperature au point d’abscisse zero, milieu du 
conducteur; H(O) verifie la relation 

La distribution stationnaire des pseudo- 
temperatures est alors donnee par Equation 

Si on pose 

Les conditions aux limites sont 

0 = 0 pour x = * 1 @a) 

2.3. La fonction j”(0) satisfait les conditions 
suivantes : j”(O) est continue et pourvue dune derivee 
continue pour 8 2 0; .f(U) 32 0 pour 0 < 0 < O,, et 
f(o) < 0 pour R 3 0,; 0, est la racine de ,f(0) et 
represente la pseudo-temperature du systeme si I‘on 
ntghge les pertes de chaleur par les extrimites du 
conducteur, La Figure 1 donne un exemple. 

2.4. Bien que certains resultats &on&s darts les 
chapitres suivants puissent etre demontres sans faire 
intervenir la notion de pseudo-temperature, pour plus 
de clarte nous nous contenterons d’etudier I’equation 
(7). De toute facon, la relation f?(T) est connue: la Fig. 
2 en donne un exemple dans le cas du nickel, La 
temperature exterieure &ant celle de I’azote liquide, 
71 K. 

3. CONDITIOUS NECESSAIRES ki’l’ 
SUFFISANTES D’UNiC1TE: 

3.1. Le calcul numerique permet de determiner ie 250 500 750 too0 i250 1500 

nombre d’etats stationnaires accessibles au filament en i 

fonction des parametres s, p, I, T, et 1. F%;. 2. 0 [OK] fonction de r[K]: cas du nickel. T, = 77 K 

L’intcgration de l’equation (8) conduit au profil des 
pseudo-temperatures 
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l’iquation (10) devient 

Cette relation permet de calculer L en fonction de 
Q(O): la mbthode numCrique employke assure une 
prt?cision de 10e4. Les conditions n6cessaires et 
suffisantes d’unicitC sont dCduites de ces calculs et ne 
dbpendent plus que des paramttres J, T, et L. 

3.2. Les Figs. 3, 4 et 5 donnent diErents exemples 
dans le cas d’un filament de nickel de section circulaire 
de rayon r. Les risultats de l’int&gration de Gquation 
(13) sont rep&en& pour diffhrentes valeurs de J par 
un rCseau L[B(O)]. 

Le cas pr6sentC Fig. 3 correspondant B une 
temp&ature extirieure de 77 K, montre que quelle que 
soit L, un seul &at stationnaire apparait. 

Le cas reprtsentC Fig. 4, A la mCme tempirature 
extlrieure, montre que l’unicit6 n’est possible que si 
L > LZ ou Lc: I;,. La Fig. 5 donne les courbes L, (J) et 
L,(J) pour diffhrentes valeurs de T,: en tout point 
choisi i l’ext&ieur des zones hachurbes le filament ne 
peut pi-&enter qu’un seul &at stationnaire. 

3.3. La d&termination de chacune de ces courbes 
nCcessite des calculs spkcifiques ; de plus le temps de 
calcul augmente avec la complexitC du terme de 
dissipation latlrale de chaleur (prCsence de la 
conduction gazeuse par exemple). Ii est done 
i~t~ress~nt de rec~erc~er des conditions ~f~~nte~ 
B’unicitP &es d la forme de ~‘~q~at~o~ et done d’une 
port&e plus g&bale. L’espect restrictif de ces 
conditions d’uniciti sera jug6 par comparaison aux 
rCsultats numdriques p&&dents. 

Deux types de critkres peuvent &re dtvelopp&s : l’un 
donne une valeur limite $ l’intensit6 du courant au- 
dessous de laquelle I’uniciti est assurke quelle que soit 
la longueur du filament ; l’autre donne les domaines oti 
la longueur doit i?tre choisie pour que l’unicit6 soit 
assurCe, I’intensiti ttant fixCe. 

0 20 40 60 80 

8(O) 

FIG. 3. L [m”‘] fonction de e(O) (K] : cas du nickel, T, 
= 77K. 
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FIG. 4. L [ml/*] fonction de 0(O) [K]: cas du nickel, T, 
= 77K. 

4. CONDITION SUFFISANTE D’UNJCITE 
INDEPENDANTE DE LA LONGUEUR: 

PREMIER CRITERE 

4.1. La mithode classique consiste d supposer que 
Equation (8) admet deux solutions 8x et B2 distinctes 
et $ montrer que leur diff&rence u = e2 - i!+ v&%ie une 
kquation n’admettant que la solution nulle; M v&fie 

- $ =f’(e) avw w)]e,(x), e,(x)[ (14) 

u=o pourx= +1. (14a) 

L%quation (14) n’admet que la solution nulle [S] si 
f’(e) Q 0 pour 0 d e(x) G &(O) de sorte qu’une 
condition sujisante d’unicitb indipendante de la 
longueur $&it 

f’(e) 6 0 pour 0 G e G 8,. (13 
Suivant l’expression (5) def@), si l’on admet que 

p’(e) > 0, ce qui est le cas le pIus frgquent en particulier 
pour les m&aux, le cridre prOcident devient 

J2 < inf $ 
[ 1 pour e E [o, emi (16) 
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-rl=77K 

+ Critire (39) 

* cri&z (44) 

0 
OF5 IE5 2E5 3E5 4E5 

\ 

Tl = 196 K 

OE5 lE5 2E5 3E5 4E5 

+ Critbre (39) 

* Crttkre (44) 

FIG. 5. L, [m1’2], L, [ml’*] fonction de J [A me3 “1: cas du 
nickel. 

ou encore 

Wnz) 
~ < inf $$ 
P(Rn) r 1 pour 0~[0,0,]. (17) 

Les calculs ont montre dans tous les cas que now 

avons rencontres que 

inf w’(Q) 

[ 1 w’(O) ______ = __ 
P’(W P’(O) 

pour 8 E [0, Q,]. 

La condition (15) prend done la forme suivante 

J2 < w’(o) 
p’(0)’ 

4.2. En exprimant l’emissivite c(T) et la resistivite 

Clectrique p(T) par les lois couramment utilisees 

c(T) = a + hT pour TE[T,, T,] (19) 

p(T) = ci + diT+ eiT2 +fiT3 

pour TE [Ti, Ti+ 11 (20) 

la relation (16) devient 

Jz < __ 4aT:(a + bT,) 
’ d, + 2e, T, + 3f, T: 

(21) 

Dans le cas d’un filament de nickel, de section 
circulaire de rayon r, la temperature exterieure etant de 
77 K, le critere d’unicite s’ecrit 

J < 5,935.10” Am ’ ’ 122) 

II est evident, que comparee a la valeur calculee 

J < 3,804.104Am ” 1231 

la condition (21) est trop restrictive. I1 est alors 

souhaitable de rechercher une condition plus proche 

de la limite reelle. 

5. CONDITION SL!FFISA\TE D’L:NICITE 
INDEPENDANTE DE LA LONGUEUR: 

DEUXIEME CRITERL 

5.1. La methode consiste encore a supposer que 
l’equation (8) admet deux solutions distinctes 0, et (j? 

d20, 
- ~ =.f(fj,j 

dx2 

Hi = 0 pour Y = :k I (24aj 

- gx+ =f((j,) 

0, = 0 pour .Y = k 1. t25aj 

Apres avoir multiplie les equations (24j et (25) 
respectivement par Q2 et f3i, I’application du theoreme 
de Green conduit a 

= jQ,f(O,) - H,f‘(t),)}dx = 0. (26) 

En posant 

1.271 

l’equation (26) devient 

1’ [F(H,) - F(B,)]B, 0, dx = 0. 
-0 

(28) 

11 peut itre demontre que deux protils de pseudo- 
temperatures ne peuvent se couper [5] de sorte que 

l’on peut choisir 0 < f?,(x) < Q,(x) pour 0 i’ x c 1. 

L’equation (28) ne peut alors etre satisfaite si F(O) est 
monotone pour 0 < 6 < 8,(O); une condition mfisante 
d’uniciti inddpendante de la longueur s’ecrit 

F’(0) d 0 pour HE [O. U,]. (29) 

Suivant l’expression (5) def(t)), le critere precedent 
devient 

J2 < inf I ew@) - W@ 
WV4 - PW I pour B E]H,, H,[ (30) 

0, et 8, delinissent les limites du domaine ou les 
expressions @w’(e) - w(6) et f+‘(B) - p(Q) sont toutes 
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deux positives. 
Remarque: la condition (29) est moins restrictive {:[I.(& - $],,dx = 0. (36) 

que le critere (15) puisquef’(0) < 0 implique F’(0) < 0. 
5.2. En representant la conductibiliti thermique Sachant que v(x) > 0 et 0(x) > 0 pour 0 < x < 1, la 

a(T) par la loi suivante couramment utilisee relation (36) ne peut ttre satisfaite que si 

a(T) = mi T”j pour TE [Tj, Tj+ 11 (31) pour 0 E [0, e(O)]. (37) 

la relation (29) devient 

Ba(SbT4 + 4aT3 - 

.I2 < inf 

B(d, + 2eiT+ 3fiT’) 

pour T, < T-c T, ; e est defini par l’equation (3). 
Dans le cas dun filament de nickel, de section 

circulaire de rayon r, la temperature exterieure &ant de 
77 K, le critire d’unicite s’ecrit 

J < 3556.104Am-3’2. , (33) 

Cornpan% a la valeur exacte (23), la condition 
precedente est intiressante puisque nettement moins 
restrictive que la relation (22). 

6. CONDITION SUFFISANTE D’UNICITE 
PERMETTANT DE DETERMINER UNE LONGUEUR 

MINIMALE DU FIL: RECHERCHE 
D’UNE BORNE SUPERIEURE DE L, 

6.1. Lorsque Ie critere (29) n’est pas v&if%, la 
fonction F(e) a l’allure representte par la Fig. 6: en 
particulier, il existe un minimum local en 0. et un 
maximum local en ep Cette allure est celle que Ion 
rencontre dans le cas du rayonnement auquel on limite 
notre etude. 

6.2. La methode consiste toujours a supposer que 
l’equation (8) admet deux solutions distinctes 8r et oz. 
On demontre [5] que ces deux solutions ne peuvent 
etre telles que e, < e,(O) < t?,(O) < 6,. 

Une condition sufhsante d’unicite sera alors 
dimposer a toute solution 6(x) la propriete o6 < e(o) 
< 8,. 

Comparons les solutions 0 et u des equations 
suivantes 

- g =f(@ 

e=o pour X= *l 

d2v x2 --_=_g 
dx2 412 

(34a) 

(35) 

v=o pour XT= +1. (35a) 

AprQ avoir multiphi les equations (34) et (35) 
respectivement par u et 8, l’application du theoreme de 
Green conduit a 

Si on choisit 

il est evident que inf F(B) < F(&) pour 0 6 0 < e(O) et 
qu’alors Bd c 8(O) < em. L’inegalite (38) est done une 
condition st.@sante d’unicite’. 

Cette relation s’ecrit 

(39) 

6.3. Dans le cas d’un filament de nickel, de section 
circulaire de rayon Y, la temperature exterieure etant de 
77 K, la Fig. 5 et le tableau suivant permettent de juger 
l’aspect restrictif du critere (39) par rapport a la valeur 
calculee L2. 

A mJ13,2 LB Ll, 
ml/2 Crittre (39) ml/* Critere (44) 

3,948. lo4 28,41 28,64 28,40 28,lO 
7,707.lOQ 14,18 14,34 12.57 11,07 
1,431.105 7,61 7,68 5,49 4,75 
2,244.105 4,84 4,89 3,28 2,36 
3,210. lo5 3,38 3,42 2,22 I.56 
4,333.lOJ 2,50 2,53 1,63 l,f2 

11 faut remarquer que l’accord est excellent dans tous 
les cas etudies. 

7. CONDITION SUFFISANTE D’UNICITE PERME~ANT 
DE DETERMINER UNE LONGUEUR MAXIMALE DU FIL; 

RECHERCHE D’UNE BORNE INFERIEURE DE L, 

7.1. Supposons que l’equation (8) admette deux 
solutions distinctes 8i et e2. La mithode consiste a les 
comparer a v, solution de l’tquation 

d2v x2 --=-_v 
dx’ 412 

o=O pour x= +l. Wa) 
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F(B 

0 

+ 

L 
8.. 

FIG. 6. Principales propriCtCs de I.‘(0). 

L’application du thkorkme de Green conduit $ 

1 .c{ 0 

[f(O,) -f(O,)] - [H2 - O,] ;+-] tldx = 0 

(41) 

ou encore, si Q(x)E]B,(x), O,(x)[ 

7r2 _-_ 
412 1 @, - Q,)l’dx 

=&‘(O) - &](o, - B,)cdx = 0. (42) 

Puisque 0 < 0,(x) < 0,(x) pour 0 < x < 1, I’kquation 
(42) ne peut btre satisfaite sif“(0) - (7r2/412) garde un 
signe constant pour 0 < 0 < Q,(O). 

Une condition suffisante d’unicirb est alors 

l < z[sup;(Q),“’ 
pour HE [0,0,] (43) 

7.2. Dans le cas d’un tilament dc nici\el, dc >ection 
circulaire de rayon r, la temperature cxterieure &ant de 
77 K, la !-‘ig. 5 et le tableau prictdement permettent de 

juger I’aspect restrictif du critke 144) par rapport a la 

valeur exacte L, 
II Faut rcmarquer que I’accord est bon clans LOLI\ le\ 

cas itudiks. 

Ce travail montre qu’un filament rayonnant chauffi 
par effet .loule peut p&enter. \ou\ certaines coil- 
ditions. trois itats stationnaires; I-etude dc leur stabi- 

lit6 montrerait que l-&at intermidiairc est instable et 
qu’alors deux &tats sont accessibles rkellement. Lcs 
modeles ‘filament infini’ [l] et ‘filament semi intini’ 1-31 

ne prkvoyaient qu’un seul &tat stationnaire. 

Les conditions d’unicitk dkeloppkes permettent de 
choisir, i partir de calculs trtk simples, les condirions 

expkrimentales qui kliminent ce phknotnkne, gcnant 

pour beaucoup. 
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THERMAL EQUILIBRIUM OF A WIRE DUE TO JOULE HEATING 

Abstract-Sufficient criteria of uniqueness are proposed, in order to predict the conditions under which a 
filament, heated by Joule effect, can reach only one steady-state. The restrictive aspect of these criteria is 

appreaated by comparison with calculation results; the considered case is the radiative wire. 
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STUDIE ZUM THERMISCHEN GLEICHGEWICHT EINES 
STROMDURCHFLOSSENEN DRAHTES 

Zusammenfassun~Wir entwickeln hinreichende Bedingungen, unter denen ein stromdurchflossener Draht 
einen einzigen Gleichgewichtszustand, einnimmt. Der einschrankende Charakter dieser Bedingungen, 
verglichen mit Ergebnissen numerischer Rechnungen - unter Beriicksichtigung der Wiirmestrahlung - wird 

aufgezeigt. 

TEIIJIOBOE PABHOBECHE OMMYECKM HAl-PEBAEMOH HMTM 

AHHOTBUHR-C~OPMY~APOBaHbl LlOCTaTO'iHbIe YCJlOBWl OL,H03HaSHOCTr(. IlpH KOTOPblX HHTb, Harp- 

BaeMas 3a cqeT nxoneBoro TCW,OBbIAW,CHH,,, MOTCT LIOCTWSb TOflbKO OflHOrO CTdUHOHapHOrO 

COCTOIIHUII. 06naCTb FlPHMeHHMOCTB 3TkiX )'CJlOBki, B 9aCTHOCTH. NISI H3nyqamIqeti "AT,,. yc-ra- 
qitBJi%BaeTCfi CpaBHeHHeM C ,3'23,',,bTaTaMH pW,eTa. 
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